Метод наименьших квадратов

для модели парной регрессии

(hand-out для студентов, приготовил Олег Ицхоки: oitskhoki@rusteko.ru) 

Формулировка модели:
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Имеется случайная выборка из n наблюдений: 
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. Дополнительное условие: xi не все одинаковые. Необходимо оценить параметры модели: (, (. 

Метод наименьших квадратов:

Идея МНК: минимизировать сумму квадратов отклонений (остатков).


[image: image4.wmf](

)

å

=

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

n

i

i

i

b

a

bx

a

y

1

2

,

min

arg

ˆ

ˆ

b

a

,




(2)

где 
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 - оценки МНК параметров модели
.

Условие первого порядка минимизации (система нормальных уравнений):
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Замечание: условие первого порядка является достаточным в силу выпуклости задачи
.

Выразим 
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МНК в матричном виде и геометрическая интерпретация:


[image: image9.wmf]e

b

+

=

X

y

, Е( = 0, 





(5)

где ( = [( (]’, y = (y1,…,yn)’, x = (x1,…,xn)’, ( = (1,…, 1)’, (= ((1,…, (n)’, X = [( x] – n(2 матрица регрессоров. Дополнительное условие: вектора x и ( линейно независимы.

Замечание: У меня второй параметр модели и вектор параметров модели обозначаются одной и той же буквой (. В тех случаях, когда используются матричные обозначения, ( будет означать вектор параметров. В скалярных обозначениях ( будет означать параметр.

Запишем систему (3) в матричном виде (опустим коэффициент -2):
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где 
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 – вектор остатков оцененной модели, состоящий из компонент
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. Напомним, что остатки являются оценками ошибок регрессии (i. Остатки регрессии могут быть вычислены после оценки параметров модели, в то время как ошибки  остаются неизвестными.

Из условия (6) можно выразить оценку МНК в матричной форме:
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Условием существования оценки МНК является обратимость матрицы X’X. Это условие эквивалентно двум другим: rank(X)=2, или вектора ( и х линейно независимы (т.е. не все xi одинаковые). 

Содержательная интерпретация условия (6): вектор остатков ортогонален вектору регрессоров. Таким образом, МНК проектирует y на пространство, образуемое векторами x и (. Именно это позволяет минимизировать сумму квадратов остатков
.

Выпишем задачу минимизации в векторной форме:
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Условия первого порядка минимизации в матричной форме в точности дают условия (6)
:
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(9)
Упражнение: показать эквивалентность формул (4) и (7) для МНК оценок. Посчитаем компоненты формулы (7):
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. Теперь, перемножая последние два выражения, в точности получим формулу (4) – довести упражнение до конца в качестве самостоятельного задания!

Замечание: условие (6) можно переписать в скалярном виде: 
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Статистические свойства оценок МНК:

· Несмещенность: оценка называется несмещенной, если ее мат. ожидание равняется оцениваемому параметру: 
[image: image20.wmf].
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или в скалярном виде:
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· Дисперсия оценки: 

Для оценки дисперсии оценки необходимо сделать дополнительные предположения о структуре модели (1) и (5), а именно о ковариационной матрице
 остатков модели. Мы будем предполагать, что дисперсия остатков постоянна, и они взаимно некоррелированы:
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В матричной форме это условие выглядит особенно просто:
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, где In – единичная n(n матрица.

Теперь мы можем посчитать дисперсию оценок МНК:
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В скалярной форме:
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Задание: получить выражения для 
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 из матричной формы (12):
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· Идея состоятельности: оценка называется состоятельной, если ее предел по вероятности равен оцениваемому параметру. Обозначается: 
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По определению это означает: 
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, ((>0. Доказать состоятельность достаточно сложно. Ее можно получить из закона больших чисел, по теореме Слуцкого или как следствие более сильного типа сходимости (например, сходимости в среднеквадратическом).

Заметим, что дисперсия оценок МНК стремится к нулю (при определенных условиях, наложенных на детерминированный регрессор х – см. ниже). Поскольку оценки МНК несмещены, то дисперсия оценки равна ее среднему квадрату ошибки. Стремление среднего квадрата ошибки к нулю означает (по определению) сходимость в среднеквадратическом.
 Отсюда получаем состоятельность МНК-оценок.

Итак, какие условия необходимо наложить на регрессоры, чтобы оценки МНК были состоятельными. Из выражения (13) видно, что необходимым и достаточным условием состоятельности является неограниченный рост знаменателя:  
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. Это будет выполняться, если разброс xi вокруг 
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не уменьшается слишком быстро с ростом n. На матричном уровне необходимо и достаточно потребовать, чтобы норма X’X неограниченно увеличивалась с ростом n. Это условие эквивалентно предыдущему.

· Асимптотическая нормальность: Можно показать, опираясь на ЦПТ, что оценки МНК являются асимптотически нормальными (т.е. сходятся по распределению к нормальному):
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(этот предел естественно должен существовать).

Отметим важный факт: асимптотическая нормальность является результатом для любого закона распределения остатков модели.

Достоинства и недостатки МНК:

Закономерен вопрос: почему именно метод наименьших квадратов, а не модулей или кубов или синусов? Ответ: МНК обладает рядом важных достоинств: легкость вычислительной процедуры; хорошие статистические свойства оценок; развитая теория оценки гипотез. Кроме того, МНК имеет еще много оправданий, которые станут нам известны в дальнейшем. Однако у МНК есть существенный недостаток – чувствительность к выбросам.

� Запись (3) означает, что оценки МНК являются решением соответствующей минимизационной задачи.


� Для того чтобы доказать выпуклость, достаточно показать отрицательную определенность матрицы вторых производных целевой функции. Это полезное упражнение, тем более, что для его реализации необходимо использовать неравенство Коши-Буняковского, к которому мы еще вернемся. 


� Нужно нарисовать картинку и дать геометрическую интерпретацию.


� Необходимо научиться дифференцировать выражения с матрицами. В эконометрике производная векторной функции есть вектор-столбец. Так, производная квадратичной формы x’Ax равна (А’+A)x. В случае симметричной матрицы А получаем А’+ A = 2A.


� Несколько слов о ковариационной матрице: ковариационной матрицей случайного n(1 вектора Х называется n(n матрица � EMBED Equation.3  ���. По диагонали ( стоят дисперсии соответствующей компоненты Х, а вне диагонали – ковариации компонент вектора Х. Свойства (: симметричность, неотрицательная определенность. Дисперсия случайного вектора АХ (где А – произвольная k(n матрица) равна V(AX)=A(A’.


� Средний квадрат ошибки (mean squared error): � EMBED Equation.3  ���. Если � EMBED Equation.3  ���, то говорят, что � EMBED Equation.3  ��� (сходимость в среднеквадратическом, или в L2). Заметим, что именно MSE является главным критерием эффективности оценки.
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