Доказательства полезных фактов

(hand-out для студентов, приготовил Олег Ицхоки: oitskhoki@rusteko.ru)

Неравенство Коши-Буняковского:

Для произвольных числовых последовательностей 
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 справедливо:
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Доказательство:

(((R:   
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Это квадратное уравнение относительно (. Поскольку оно неотрицательно ((, его дискриминант неположителен (т.е. либо нет корней, либо один корень):
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Отсюда непосредственно получаем неравенство Коши-Буняковского. ■

Замечание 1: Равенства нулю достигается при 
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. Это эквивалентно: 
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, т.е. последовательность {xi} и {yi}  линейно зависимы.

Замечание 2: Точно также доказываются следующие неравенства:
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 для произвольных функций x(t) и y(t).
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 для произвольных случайных величин ( и (.

Следствие: Теоретический и выборочный коэффициент корреляции по модулю меньше единицы:
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Свойства ковариационной матрицы:
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,   где Х – случайный вектор.

1о. 
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, А – матрица соответствующей размерности.

2о. ( - симметричная, неотрицательно определенная матрица.

Доказательство:

1о. 
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2о. Элементами ковариационной матрицы являются ковариации компонент случайного вектора Х: 
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. Заметим, что диагональные элементы являются дисперсиями компонент случайного вектора Х. Симметричность ( означает: (i,j (ij=(ji . А это непосредственно следует из симметричности оператора ковариации: 
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, где Z, Y – скаляры.▪

((=((1,…,(n)’(0:
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Таким образом, для любого ненулевого вектора, значение квадратичная формы, соответствующей ковариационной матрице, неотрицательно. Это является определением неотрицательной определенности матрицы.■

Замечание: Равенство нулю означает: 
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, т.е. линейную зависимость компонент случайного вектора Х.

Как оборачивать матрицы:

А - невырожденная n(n матрица. Тогда 
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 – обратная к А матрица – равна:
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где Аji – матрица, полученная из А вычеркиванием j-й строки и i-го столбца.

Заметим, что числитель в (1) называется ji-ым минором матрциы А.

Пример:
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